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Introduction

On considère

max {cᵀx : x ∈ X} ,
avec X = {x : Ax ≤ b, x ∈ Zn

+} .

Rappel

conv(X ) = {x : A′x ≤ b′, x ≥ 0} est un polyèdre.

De�nition

Une inégalité πᵀx ≤ π0 est une inégalité valide (IV) pour X ⊆ Rn si πᵀx ≤ π0
∀x ∈ X .
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Exemple : sac-à-dos

X =
{
x ∈ B5 : 3x1 − 4x2 + 2x3 − 3x4 + x5 ≤ −2

}
.

Si x2 = x4 = 0, alors 3x1 + 2x3 + x5 ≥ 0.

⇒ x2 + x4 ≥ 1 est une IV.

Si x1 = 1 et x2 = 0, alors 3 + 2x3 − 3x4 + x5 ≥ 0.

⇒ x1 ≤ x2 est une IV.
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Exemple : variables mixtes

X = {(x , y) : x ≤ 10y , 0 ≤ x ≤ 14, y ∈ Z+} .

⇒ x ≤ 6 + 4y est une IV.

x

y

x ≤ 10y

x ≤ Cy

x = 14

x = b

14

1

2

3

⌈
b
C

⌉
− 1

⌈
b
C

⌉

Points réalisables
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C
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− 1

)

Cas général

X = {(x , y) : x ≤ Cy , 0 ≤ x ≤ b, y ∈ Z+} avec C - b.
⇒ x ≤ b − γ(K − y) est une IV, avec K =

⌈
b
C

⌉
et γ = b − (

⌈
b
C

⌉
− 1)C .
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Exemple : couplage dans un graphe

Soit G(V ,E) un graphe,

X =

x ∈ Zn
+ :

∑
e∈δ(i)

xe ≤ 1, ∀i ∈ V

 .

Soit T ⊆ V tel que |T | = 2k + 1 ≥ 3.

⇒
∑

e∈E(T )

xe ≤
|T | − 1

2
est une IV.

T
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Exemple : couplage (suite)

Justi�cation algébrique alternative.

∑
i∈T

∑
e∈δ(i)

xe ≤ |T |,

∑
e∈E(T )

xe +
1

2

∑
e∈δ(T )

xe ≤
|T |
2
,

⇒
∑

e∈E(T )

xe ≤
⌊
|T |
2

⌋
est une IV.
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Procédure de Chvatàl-Gomory

Soient, X = P ∩Zn, où P = {x ∈ Rn
+ : Ax ≤ b}, A = (a1, a2, . . . , an) une

matrice m × n et u ∈ Rm
+ .

L'inégalité suivante est valide pour P,

n∑
j=1

uᵀajxj ≤ uᵀb.

L'inégalité suivante est valide pour P,

n∑
j=1

buᵀajcxj ≤ uᵀb.

L'inégalité suivante est valide pour X ,

n∑
j=1

buᵀajcxj ≤ buᵀbc.
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Démonstration Chvatàl-Gomory

Théorème

Toute inégalité valide pour X peut s'obtenir en appliquant la procédure de
Chvàtal-Gomory un nombre �ni de fois.

Démonstration (cas binaire uniquement).

Soient P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, 0 ≤ x ≤ 1} 6= ∅ et X = P ∩Zn.

Supposons πᵀx ≤ π0 une IV pour X , avec π, π0 entiers.

Montrons que πᵀx ≤ π0 est une inégalité de Chvatàl-Gomory (C-G).
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Démonstration partie 1

A�rmation 1

L'inégalité πᵀx ≤ π0 + t est une IV pour P, pour un certain t ∈ Z+.

Preuve : zLP = max {πᵀx : x ∈ P} est borné. Prendre t = dzLPe − π0.
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Démonstration partie 2

A�rmation 2

Il existe M su�samment grand tel que

πᵀx ≤ π0 + M
∑
j∈N0

xj + M
∑
j∈N1

(1− xj )

est valide pour P, ∀ partition (N0,N1) de N.

Preuve : Il est su�sant de montrer ceci uniquement pour les sommets x∗ de P.

- Si x∗ ∈ Zn, alors πᵀx ≤ π0 est satisfait.

- Si x∗ /∈ Zn, alors ∃α > 0 tel que
∑
j∈N0

x∗j +
∑
j∈N1

(1− x∗j ) ≥ α,

∀ bipartition de N et ∀ x∗ ∈ vert(P) \Zn.

Donc, si M ≥ t
α
,

πᵀx∗ ≤ π0 + M

∑
j∈N0

x∗j +
∑
j∈N1

(1− x∗j )

 .



Introduction et exemples simples Construction d'inégalités valides En pratique

Démonstration partie 2

A�rmation 2

Il existe M su�samment grand tel que

πᵀx ≤ π0 + M
∑
j∈N0

xj + M
∑
j∈N1

(1− xj )

est valide pour P, ∀ partition (N0,N1) de N.

Preuve : Il est su�sant de montrer ceci uniquement pour les sommets x∗ de P.

- Si x∗ ∈ Zn, alors πᵀx ≤ π0 est satisfait.

- Si x∗ /∈ Zn, alors ∃α > 0 tel que
∑
j∈N0

x∗j +
∑
j∈N1

(1− x∗j ) ≥ α,

∀ bipartition de N et ∀ x∗ ∈ vert(P) \Zn.

Donc, si M ≥ t
α
,

πᵀx∗ ≤ π0 + M

∑
j∈N0

x∗j +
∑
j∈N1

(1− x∗j )

 .



Introduction et exemples simples Construction d'inégalités valides En pratique

Démonstration partie 3

A�rmation 3

Si πᵀx ≤ π0 + τ + 1 est une inégalité de C-G pour X avec τ ∈ Z+, alors

πᵀx ≤ π0 + τ +
∑
j∈N0

xj +
∑
j∈N1

(1− xj )

est C-G pour X .

Preuve :

(πᵀx ≤ π0 + τ + 1)
M − 1

M

+

πᵀx ≤ π0 + τ + M
∑
j∈N0

xj + M
∑
j∈N1

(1− xj )

 1

M
.

C-G
=⇒ πᵀx ≤ π0 +

∑
j∈N0

xj +
∑
j∈N1

(1− xj ) +

⌊
(τ + 1)

(M − 1)

M

⌋
.
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Démonstration partie 4

A�rmation 4

Si les deux inégalités suivantes sont C-G pour X

πᵀx ≤ π0 + τ +
∑

j∈T0∪{p}

xj +
∑
j∈T1

(1− xj ), (a)

πᵀx ≤ π0 + τ +
∑
j∈T0

xj +
∑

j∈T1∪{p}

(1− xj ), (b)

où (T 0,T 1) est une partition de {1, . . . , p − 1}. Alors,

πᵀx ≤ π0 + τ +
∑
j∈T0

xj +
∑
j∈T1

(1− xj ) (c)

est C-G pour X .

Preuve :
1

2
(a) +

1

2
(b)

C-G
=⇒ (c)
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Démonstration partie 5

A�rmation 5

Si πᵀx ≤ π0 + τ + 1 est une inégalité de C-G pour X , alors πᵀx ≤ π0 + τ l'est
aussi.

Preuve : Appliquer l'a�rmation 4 successivement pour p = n, n − 1, . . . , 1,
pour (T 0,T 1), partitions de {1, . . . , p − 1}.
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Fin de la démonstration

Pour conclure la démonstration, appliquons l'a�rmation 4 pour
τ = t − 1, . . . , 0. Ceci nous donnes que πᵀx ≤ π0 est une inégalité de C-G.

Pour initialiser il faut que πᵀx ≤ π0 + t soit C-G sur X. Comme l'inégalité
est une IV pour P, il existe un u ∈ Rm

+ tel que π ≤ uᵀA et uᵀb ≤ π0 + t.

Pour la démonstration dans le cas général avec variables entières :

Vasek Chvátal.
Edmonds polytopes and a hierarchy of combinatorial problems.
Discrete Mathematics 4, pages 305�337, 1973.
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Addition de contraintes

Avantages Utilisation du branch and bound sur des reformulations du
problème qui mènerons à une solution entière plus rapidement.

Inconvénients Le nombre d'inégalités valides peut être très grand, cela rend
parfois le branch and bound impossible à utiliser.

Comment trouver des inégalités valides à priori ?

Décomposition X = X1 ∩ X2 et se focaliser sur X1 ou X2.
Par exemple, si X2 = P2 ∩Zn est facile, remplacer P2 par
P′
2
= conv(P2 ∩Zn).

P′ = P1 ∩ P′
2
est une meilleure formulation pour X que P1 ∩ P2.
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Exemple : UFLP faible

Formulation "faible" utilisée dans les années 50, 60.

P est dé�nit avec le système :

n∑
j=1

xij = 1 ∀i

m∑
i=1

xij ≤ myj ∀j

0 ≤ xij ∀i , j
0 ≤ yj ≤ 1 ∀j
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Exemple : UFLP fort

Xj = Pj ∩Zm+1

Pj =


∑m

i=1
xij ≤ myj

0 ≤ xij
0 ≤ yj ≤ 1

P ′j = conv(Xj ) =


xij ≤ yj ∀i
0 ≤ xij ∀i
0 ≤ yj ≤ 1

⇒ Formulation "forte" : P ′ =
⋂
j

P ′j .

P ′ est dé�nit avec le système :

n∑
j=1

xij = 1 ∀i

xij ≤ yj ∀i , j
0 ≤ xij ∀i , j
0 ≤ yj ≤ 1 ∀j

La solution de la relaxation linéaire est plus proche de la solution entière.
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Reformulation automatique

But Trouver une bonne approximation de conv(X ) dans un
voisinage de la solution optimale.

Algorithme de plans coupants

Soit max{cᵀx : x ∈ X}, F une famille d'IV pour X et P = X ∩Zn
+

Step 0 : P0 = P.
Step k : Résoudre max{cᵀx : x ∈ Pk}. Nous donnes xk comme optimum.

Si xk ∈ Zn, stop. (xk est la solution du problème de base)

Si xk /∈ Zn, résoudre le problème de séparation pour xk et F .
Si IV (πk , πk

0
) ∈ F trouvée telle que πk

ᵀ
xk > πk

0
. Poser

Pk+1 = Pk ∩ {x : πk
ᵀ
x ≤ πk

0
}. Augmenter k.

Sinon, stop.

Si stop sans solution optimale, Pk est une meilleure formulation.
⇒ Utiliser branch and bound.
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Algorithme de plans coupants fractionnaires de Gomory

On considère le (PE) : max {cᵀx : Ax = b, x ∈ Zn
+}.

Idée :

Résoudre la relaxation linéaire et trouver une base optimale.

Choisir une variable de base non-entière.

Générer une inégalité de C-G sur la contrainte associé à cette variable de
base.

Soit B = (Bu) une base optimale.

max ā00 +
∑
j∈NB

ā0jxj

xBu +
∑
j∈NB

āujxj = āu0 ∀ 1 ≤ u ≤ m

x ∈ Zn
+.

Avec, ā0j ≤ 0 pour j ∈ NB et āu0 ≥ 0 pour u = 1, . . . ,m. Où NB est
l'ensemble des variables hors base.
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Algorithme de plans coupants fractionnaires de Gomory (suite)

Si la solution de base optimale x∗ n'est pas entière, il existe une ligne u avec
āu0 /∈ Z. La coupe de C-G pour cette ligne est

xBu +
∑
j∈NB

bāujc xj ≤ bāu0c∑
j∈NB

(āuj − bāujc) xj ≥ āu0 − bāu0c∑
j∈NB

fujxj ≥ fu0

avec fuj = āuj − bāujc pour j ∈ NB, et fu0 = āu0 − bāu0c.
Notons que 0 ≤ fuj ≤ 1, 0 ≤ fu0 < 1 et que cette IV sépare x∗ de X , car
x∗j = 0 ∀j ∈ NB.
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Exemple : algorithme de Gomory

z = max 4x1 − x2

s.c. 7x1 − 2x2 ≤ 14

x2 ≤ 3

2x1 − 2x2 ≤ 3

x1, x2 ∈ Z+

x1

x2

4x1 − x2

(
20
7

, 3
)

(
2, 1

2

)(2, 1)
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Remarques

Le premier algorithme de plan coupant à être apparu date de 1954, il a été
utilisé pour résoudre le problème du voyageur de commerce à 48 villes.

L'algorithme de Gomory a été découvert en 1958, mais il a été, au début,
peu utilisé en pratique (mauvaise convergence, numériquement instable).

De nos jours, on trouve des méthodes des plans coupants dans la grande
majorité des solveurs modernes, celles-ci sont très e�caces.

En 2011 Balas, Fischetti et Zanette donnent comme exemple un problème
posé par Knuth en 1960 avec 51 variables et 43 contraintes résolu pour la
première fois en 1995 avec CPLEX.

Par branch-and-cut, le problème est résolu en 6 secondes et 91000 noeuds.
L'algorithme de Gomory (légèrement modi�é) résoud le problème en 0,15
secondes avec 1032 coupes !

Egon Balas, Matteo Fischetti, and Arrigo Zanette.
A hard integer program made easy by lexicography.
Mathematical Programming, pages 1�6, 2011.
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